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Resumo

Neste trabalho, apesar da existéncia de diversas técnicas voltadas para a solugdo numérica de integrais
singulares, objetiva-se testar a eficiéncia da quadratura de Gauss na solu¢do da integral de linha
impropria que surge nos procedimentos de integracéo tipicos do Método dos Elementos de Contorno,
quando se realiza a integra¢céo da solugdo fundamental ao longo de um elemento que contem seu préprio
ponto de origem, denominado ponto fonte. Nestes testes é possivel observar o quanto a presenca de
singularidades, mesmo fracas, impdem perturbacdo aos resultados, sobretudo no caso de elementos ndo
retilineos, como os que aqui sdo aqui utilizados.

Abstract

In this work, despite the existence of several techniques aimed at the numerical solution of singular
integrals, we aim to test the Gauss quadrature efficiency in the solution of the improper line integral that
arises in the integration procedures typical of the Contour Element Method, when The fundamental
solution is integrated along an element that contains its own point of origin, called the source point. In
these tests it is possible to observe how much the presence of singularities, even weak ones, impose
disturbance to the results, especially in the case of non-rectilinear elements, such as those that are
approached here.
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1. Introducéo E possivel fazer o calculo analitico das integrais do
MEC em certos casos particulares; contudo, torna-se

A integracdo numérica é um dos tépicos de maior praticamente inviavel realizd-lo para elementos de

relevancia no contexto do Método dos Elementos de
Contorno (MEC) [1]. Em principio, ja que o método
reduz o problema a ser resolvido em uma dimensao,
seria de se esperar que as integracdes fossem mais
simples. Contudo, embora seja a razdo da precisdo
elevada do método, a solu¢do fundamental também é
causa de problemas relacionados a sua integracdo ao
longo do elemento de contorno, pois possui a
caracteristica peculiar de ser singular. Assim, as
integrais do MEC realizadas ao longo de um elemento
gue contém o ponto de origem da solugéo fundamental,
dito ponto fonte, s&o integrais improprias, embora
convergentes. N&o bastasse isso, a solugao
fundamental torna-se complicada e de dificil trato,
guanto mais complexo for o problema a ser resolvido.

ordem superior, isto €, onde a variagdo da variavel
basica ao longo do elemento ndo é considerada
constante. Um agravante surge no caso de elementos
com geometria ndo retilinea, como no caso de
elementos isoparamétricos quadraticos ou superiores
em que a funcdo que realiza a transformacdo das
coordenadas globais num sistema estratégico local, o
Jacobiano, ndo é mais um valor constante e sim uma
funcdo da forma geométrica do elemento.

Tais dificuldades foram motivacdo para diversos
trabalhos de pesquisa e pode-se afirmar que esses
foram resolvidos satisfatoriamente e de diversas
formas. As mais usuais sdo a particdo de dominio, o
esquema de integracdo de Telles e a simples adogéo
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da coordenada do ponto fonte fora do elemento de
contorno.

Neste trabalho sdo testados elementos quadraticos
isoparamétricos. Ressalta-se que apesar da existéncia
de todas essas técnicas citadas, objetiva-se testar a
eficiéncia da quadratura de Gauss na solugdo de uma
integral de linha imprépria. Observar-se-4 0 quanto a
presenca de singularidades, mesmo fracas, impde
oscilagdes nos resultados numeéricos, particularmente
quando sdo usados elementos de ordem superior,
como os elementos quadraticos aqui empregados.

2. Método dos Elementos de Contorno

O computador permitiu a acessibilidade de
processamento e solugdo de sistemas algébricos de
grande porte, através do desenvolvimento de métodos
matematicos aproximados, especialmente aqueles
ligados a ideia de discretizagdo do dominio continuo.
Discretizar significa substitui-lo por um conjunto finito
de pontos, que passam assim a representa-lo. Este
processo, evidentemente, deve ser feito de forma
matematicamente consistente, de modo que possa se
garantir erros despreziveis nesta transformagdo. Em
outras palavras, o modelo numérico resultante da
discretizacdo deve refletir, com boa aproximagdo, o
modelo matematico original. Também com o aumento
do nimero de pontos de discretizagdo deve haver uma
convergéncia dos resultados do modelo aproximado
para uma normalmente indisponivel solu¢do exata.

Dentre as técnicas numéricas mais utilizadas, uma
delas se destaca por uma série de caracteristicas
vantajosas em que se destaca a reducdo de uma
dimensdo na representacdo do problema: o Método
dos Elementos de Contorno [2, 3].

Utilizando um procedimento mateméatico consistente,
baseado em principios da Teoria das Equagdes
Integrais, o MEC transforma a equacéo diferencial
associada ao modelo matematico em uma expressao
integral, onde os limites da integragdo encontram-se
somente sobre o contorno fisico do problema.

No caso de problemas bidimensionais, por exemplo, o
MEC discretiza apenas o contorno do dominio fisico,
usando segmentos de linha, que podem ser retilineos
ou curvilineos. Estes segmentos sdo os denominados
elementos de contorno. Ao longo destes elementos se
situam 0s nos geométricos, responsaveis pela
localizagdo espacial do elemento com relacdo a um
sistema de coordenadas, e também os nds funcionais,
que caracterizam o comportamento da variavel fisica
de modo aproximado. A figura 1 ilustra um tipo linear
de elemento de contorno, em que o né funcional é
central e 0s nos geométricos se encontram nas
extremidades.
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Figura 1: Indicagéo dos nés e elementos no contorno.

nos

O MEC apresenta vantagens importantes para solugéo
de diversas aplicagbes na engenharia e na fisica
matematica. Além de melhor captar concentragdo de
esforcos, ajusta-se de modo impar a solugdo de
problemas com regides infinitas e semi-infinitas e casos
em que se precisa movimentar a fronteira de alguma
forma, como ocorre nas simulagfes do contato entre
partes e no acompanhamento da formacéo de trincas.

O MEC também apresenta uma precisdo elevada na
maior parte dos problemas em que se aplica com
naturalidade. Isto porque o método perde atratividade
nos casos em que o dominio é relativamente pequeno
face ao contorno circundante, como ocorre em
problemas delgados. Certos modelos matematicos que
ndo possuem operadores auto adjuntos também néo se
mostram adequados a aplicagdo do MEC.

J4& a razdo para sua alta precisdo pode ser
compreendida a luz do Método dos Residuos
Ponderados. Este método permite a deducdo das
principais técnicas numéricas discretas através de um
principio Unico, que arrola a minimizagédo de residuos
através de fungBes auxiliares. No MEC, a funcédo de
ponderagéo € a solucao fundamental, que € a solucao
de um problema correlato, ou seja, um problema similar
ao que se deseja resolver, conferindo efetividade na

obediéncia ao principio de minimizacéo residual.

3. Equacao Integral para a Equacao de
Laplace

A equacdo de Laplace é um caso particular, mas
extremamente importante da Equacdo de Campo
Escalar Generalizada [2, 4], pois modela diversos
problemas pertinentes a mecénica dos solidos, a
mecanica dos fluidos, a termociéncia e & eletricidade.

Assim, para formula-la considere um dominio
bidimensional Q(X) que represente um campo térmico
ou mecanico no estado estacionario, que possui
propriedades homogéneas e isotrpicas e ndo ha
fontes, coletores ou agbes de dominio externo que
contribuam diretamente para o campo [5]. Tomando a
variavel basica u(X) como um potencial escalar, a
equacdo diferencial associada a este problema é
chamada de Equacéo de Laplace.
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Existem duas formas de se deduzir a equacao integral
inversa tipica do método dos elementos de contorno
em sua forma direta, a mais difundida: através dos
principios da Teoria das Equagdes integrais ou através
de uma sentenca de residuos ponderados. Seja qual
for a tatica usada, chega-se a seguinte equacéo (1):

c(&)u(d) + [u(X)a’ (& X) dr = [q(X)u"(& X)dr @)

O dominio Q(X) € limitado por um contorno I'(X), onde
condicbes de potencial sdo prescritas em I'y(X) e
derivadas normais do potencial q(X) sédo aplicadas no
contorno complementar I'y(X). A fungéo auxiliar u"(EX)
€ a solugdo fundamental e sua derivada normal é
expressa por q(§X); o argumento dessas fungées
considera o ponto fonte & que € um ponto arbitrario no
dominio X [6], pois tais fun¢des dependem da distancia
euclidiana entre dois pontos. O coeficiente c¢(§)
depende da suavidade do contorno [2].

4. Discretizacdo do Contorno

Com a discretizacao, realizada apenas no contorno, a
equacao (1) fica da seguinte forma:

NE NE

o(n()+ Y. Ju(x (& x)ar; = a(x '@ xpr, @)

j=1 =

NE assinala a quantidade de elementos de contorno
que compdem a discretiza¢do. No caso dos campos de
variaveis u(X) e q(X) serem aproximados por funcdes
quadraticas e os elementos no contorno também - os
elementos isoparamétricos - pode-se escrever a
equacdo (2) em uma forma matricial apropriada:

N,
@)+ Y, U, UT[IN, [0 (& x)ar, = @)
e=1 T, N3
NE N,
Yoo @ Q[N (g xr,
e=1 T, N3

Seja qual for o tipo de aproximagdo usada, a aplicacao
do MEC na Equacéo de Laplace resulta num sistema
misto envolvendo potenciais U nos nds, bem como
derivadas normais ou fluxos Q também nodais [2, 4, 5].
O numero de incAgnitas dos dois tipos é compensado
pela prescricdo de valores conhecidos em nimero
suficiente para gerar um sistema composto por
matrizes quadradas, na forma:

[Hlu}=[clQ} @

Os coeficientes das matrizes H e G também s&o
chamados de coeficientes de influéncia e a preciséo do
MEC esta fortemente relacionada a obtencdo correta
de tais coeficientes.
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5. Interpolagdo nos Elementos

E usual escrever-se a variagdo do campo e das
variaveis do campo através de funcdes de interpolacdo
ou fungBes de forma ¢;, que séo expressas em termos
de uma variavel adimensional 7(x) [2]:

U, (x)=Ud +U3, +Uld, (5)

=U1%(f72 _77)+U2(1_772)+U3%(772 +7)

0. (x) = Qfh + Qgh, + Qs (6)
= Qi%(n2 ~n)+Qt-n)+ Qg%(n2 +1)

Assim a integracdo dos nlcleos das integrais
constantes na equacdo deve ser adaptada, pois as
funcbes 7 sdo adimensionais e normalizadas no
intervalo (-1,1). E necessario relacionar dI'(X),
representado no sistema de coordenadas globais X,
com tal sistema de coordenadas, através do Jacobiano
J(X) da transformacao de coordenadas, dado por:

dr=[J|dn Y]

Figura 2 - Representacéo bidimensional de dI

De acordo com os principios da geometria diferencial e
tomando a figura 2 como base, tem-se que dI'(X) pode
ser aproximado pela seguinte expresséo:

2 2
ar= |90 o[ 90 gy ®)
dn dn

As derivadas do Jacobiano sdo dadas a seguir:

a N, o N, Ny 9)
on on "t ong ' ong
6Fy % oN, ON, (20)

—= Ly,
on  on Y on Y, o Ys

Desenvolvendo-se as equagbes (9) e (10) e
substituindo na equacgédo (7) obtém-se o Jacobiano da
transformacgéo, que pode ndo ser um valor constante
ao longo dos elementos de contorno:

(11)

1 2
] ={[(x1 —2X, + xs)r7+5(x3 - xl)} +
1/2

[(y1 -2y, + ys)n%(ys —yl)ﬂ
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Os coeficientes das matrizes tipicas do MEC séao
compostos por:

h* = [Ng"(&X)3,dn (12)

L

g} = [N (& X)3,d7 (13)

O nucleo dos coeficientes h; € constituido da derivada
do raio vetor com a normal ao contorno.

= X

Figura 3 - Representagdo dos vetores tangente e normal a curva I'(X).

Na figura 3 apresentam-se os vetores tangente t(X) e
normal n(X) a curva I'(X) nhum ponto campo P. Na
origem do sistema de coordenadas adotado encontra-
se 0 ponto &, sendo R o vetor posicéo de & ao ponto P.

Al°

Figura 4 - Representagédo do vetor PQ na curva I'(X).

De acordo com a figura 4, pode-se expressar uma
relacdo entre R e a curva I'(X), fazendo-se com que o
ponto Q se desloque em direcdo a P. Quando Q—P,
tem-se que AI'(X) —0. Desta forma a dire¢éo da corda
PQ tende para a dire¢cdo da tangente a curva em P.
Matematicamente:

dR . AR
— Im _

dR_ iy AR_,_dRdp _dR1 13)
dr  Al—>0 AT

t= =
dndlC dnJ

Para a determinacdo do vetor normal utiliza-se dos
conceitos do produto escalar e do produto vetorial entre
os vetores tangente e normal que resultam em:

nolld;_dX s (14)
J|dp dn

6. Integracdo Numeérica

Comumente, faz-se o célculo numérico das integrais
usando a Quadratura de Gauss quando o ponto fonte
ndo se encontra no mesmo elemento em que se
processa a integracdo. A integragdo analitica é
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reservada apenas para o calculo dos coeficientes G;.
Isto porque os coeficientes H;j, cuja integral é mais
fortemente singular, pode ser calculado pela soma dos
coeficientes das linhas correspondentes, segundo o
procedimento da obediéncia a imposicdo de um campo
potencial constante [7], ou seja, leva-se em conta que
guando um campo uniforme de potencial é aplicado ao
longo de um dominio fisico finito as derivadas do
potencial devem ser nulas em todo o dominio fisico:

[H]u}=0} (15)

Dessa forma, tanto a integral mais fortemente singular
H; quanto o valor do coeficiente c(§) podem ser
calculados indiretamente. Ja no caso da integral G;j,
embora mais fracamente singular, seu calculo para
elementos quadraticos e de ordem superior € mais
elaborado. A Quadratura de Gauss pode ser usada,
mas, como serd mostrado, ha demanda de um nlimero
significativo de pontos de integracdo [3]. Tal esquema
de integracé@o possui a vantagem de calcular de forma
precisa as integrais de fungbes polinomiais de graus
p=2NG+1. Em uma dimensdo, como a que é aplicada
no MEC em problemas bidimensionais é dada por:

| = jl f (x)dx = ;wp f(£,) (16)

Onde NG € o nimero de pontos de integragéo, W, sé&o
os pesos da Quadratura de Gauss e &, sdo pontos de
integracdo. Os pontos e 0s pesos sdo tabelados
considerando um intervalo normalizado  (-1,1).
Ressalta-se que o nucleo das integrais do MEC néo é
polinomial e que no caso da integral impropria, é
preciso calcular o que geometricamente representaria a
area sobre a curva de modo correto, para evitar erros
numericos significativos.

7. Exemplos

7.1 Exemplo 1

Resolve-se inicialmente uma chapa engastada numa
extremidade e sujeita a uma deformacdo constante
aplicada na dire¢cdo X, como mostra a figura 5. Os
deslocamentos nesta dire¢cdo variam linearmente. O
problema é muito simples, mas afere a consisténcia do
modelo de solugdo em que a integral fracamente
singular é resolvida numericamente.

( ()

0 g~ 1

Figura 5 — Geometria e condi¢bes de contorno do exemplo 1.
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Com a aplicacdo de condigdes naturais nulas nas
arestas horizontais, o problema fica unidimensional.

Discretizou-se o problema fisico, foram empregadas
trés malhas diferentes com elementos quadraticos: a
mais simples, com 20 elementos com 44 pontos
nodais; uma malha intermediaria com 40 elementos
com 84 pontos nodais; e uma malha mais elaborada
com 80 elementos e 164 pontos nodais.

Na figura 6 observa-se que o erro médio relativo para o
calculo do potencial ao longo da dire¢cdo x foi muito
pequeno, embora maior do que se esperaria num caso
muito simples como esse. Apenas com 0 aumento do
numero de pontos de Gauss a malha menos refinada
pode obter erros bastante reduzidos.

Numero de pontos nodals

Figura 6 — Erro Médio do Potencial no exemplo 1.

Para a derivada do potencial na aresta vertical direita,
que significaria a deformacéo no engaste, 0s erros sao
maiores conforme se observa na figura 7.

Figura 7 — Erro Médio da Derivada Potencial no exemplo 1.

O nivel de erro elevado se deve as oscilagbes nos
valores dos pontos nodais, observados na figura 8.

Potencia

vo da Derivada

V,'. l‘,'-, AVAVAY /]

\VA
AYAVAY, AYAY/

vV

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00
Coordenadas no elxo Y

Figura 8 — Erro Relativo da Derivada Potencial do exemplo 1.
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O refinamento da malha de contorno em nada afetou
os resultados; dai conclui-se que o problema se deve
certamente a questdo da integracdo, pois 0 aumento
dos pontos de Gauss melhorou a solug&o.

7.2 Exemplo 2

Nesta simulacdo uma chapa em forma semicircular,
isolada em seu contorno curvo € submetido a um
campo descontinuo de temperatura, conforme
mostrado na figura 9.

Q=0

Figura 9 — Geometria e condi¢bes de contorno do exemplo 2.

Este problema possui solugdo analitica para
temperatura e fluxos, dados por:

= 17)
T on X

Além da singularidade, a condicdo de isolamento no
limite circular impde um fluxo de calor independente do
angulo 6, variando com uma magnitude inversamente
proporcional ao raio. Sua solu¢do €, portanto, uma
funcéo hiperbdlica.

Para a discretizagdo, trés malhas distintas com
elementos quadraticos foram usadas: a mais simples
tém 25 elementos com 53 néds; a malha intermediaria
possui 50 elementos com 103 pontos nodais; a mais
refinada tem 103 elementos e 209 pontos nodais.

Inicialmente sdo apresentados os resultados para o
célculo do potencial na aresta circular. A abscissa do
grafico contempla os pontos nodais enquanto a
ordenada apresenta o erro relativo. Quatro simulacées
com diferentes quantidades de pontos de Gauss sao
apresentados. Observa-se que o nivel de erro é
bastante pequeno ja para a malha mais pobre e se
reduz monotonicamente tanto em funcdo do aumento
da quantidade de nés quanto pela introdugdo de maior
namero de pontos de Gauss conforme a figura 10.

Na figura 11 é possivel identificar o comportamento da
curva de erro da derivada do potencial na aresta
retilinea. Neste caso, foram excluidos os nés duplos da
descontinuidade do potencial e os dois n6s imediatos,
pois o valor cresce ao infinito e ndo é possivel conferir
guantitativamente a precisdo do método. Usando-se
este critério, e possivel igualmente constatar que ha
convergéncia da solugdo numérica.
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Erro Médio

Numero de pontos nodal

Figura 10 — Erro Médio do Potencial no exemplo 2.

Erro Médio

Numero de pontos nodais

Figura 11 — Erro Médio da Derivada Potencial no exemplo 2.

Contudo, o valor do erro cresce no calculo desta
grandeza, tanto por forca da auséncia do esquema de
integragdo eficaz, mais principalmente por conta da
descontinuidade, que faz os valores oscilarem em
regibes proximas. O refinamento ndo elimina esse
problema, mas concentra esse efeito cada vez mais na
proximidade da descontinuidade local conforme pode-
se observar na figura 12. A eliminacdo deste problema
usando adaptatividade e outras técnicas auxiliares
foram propostas na literatura especializada [8].

da Potencia

v N O

Deriva

Coordenadas no eixo X
Figura 12—Resultado da Derivada Potencial no exemplo 2.

O comportamento da solugdo numérica para a derivada
do potencial ao longo da aresta retilinea para a malha
mais refinada € mostrada na figura 12, considerando
diversas quantidades de pontos de Gauss. Uma curva
de erro local da derivada do potencial para esta mesma
aresta usando a mesma malha pode ser visualizada na
figura 13.
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8. Conclusdes

A presenca de oscilagdes numéricas em modelos
discretos de ordem mais elevada € um fendmeno
observado em diversos métodos, incluindo o MEC.
Pode-se aferir pelas experiéncias aqui apresentadas
gue a melhoria da integragdo numérica apresenta um
controle relativo destas, embora ndo as elimine
completamente. Contudo, em termos de precisdo dos
resultados, visando aplicagdes na Engenharia e na
Fisica, o nivel de erro apresentado € reduzido,
indicando que mesmo a quadratura gaussiana simples
é suficiente para gerar respostas satisfatorias.

Figura 13-Erro Relativo da Derivada Potencial no exemplo 2.
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