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Resumo

As engrenagens anelares ou de dentes internos apresentam um vasto campo de aplicacao, impulsionado
pela larga aplicagdo em redutores compactos de varios estagios, usados em diversos maquinas de
potencia e, especialmente, na robodtica. Contudo, seu projeto cinematico € composto por muitas
particularidades, que tornam seu projeto mais complexo do que as engrenagens de dentes externo. Para
agravar a situacdo, os livros voltados ao tema praticamente as ndo abordam, limitando-se a expor
caracteres muito gerais, insuficientes para auxiliar a confeccao de projeto eficiente. Isto obedece a uma
tendéncia da engenharia moderna, em que os conhecimentos mais aprofundados ficam restritos ao
ambiente industrial e a massa de profissionais especializados. Assim, este texto resgata algumas
informacgdes importantes sobre a cinematica do acoplamento de engrenagens anelares, colhidas em
referéncias especificas, de pouca penetra¢éo no meio académico.

Palavras-chave: Engrenagens anelares, engrenagens de dentes internos, cinematica do engrenamento.

Abstract

Internally toothed ring gears have a wide range of applications, driven by their widespread applications in
compact multi-stage reducers used in various power machines, especially in robotics. However, their
kinematic design is composed of many particularities, making their design more complex than externally
toothed gears. To make matters worse, books on the subject barely cover them, limiting themselves to
presenting insufficient general characteristics to assist an efficient design. Following modern engineering
trends, more in-depth knowledge is restricted to the environment and the critical mass of professionals
from companies specializing in designing transmission components. Therefore, this text retrieves some
important information on the kinematics of the coupling of ring gears, gathered from specific references,
which have little penetration in the academic environment.

Keywords: Annular spur gear, internal tooth gears, kinematic design of spur gears.

1. Introducéo

N&o obstante haver diversos dispositivos modernos
voltados para a transmissdo de poténcia com reducdo
de velocidades na atualidade, como as CVTs, que
produzem uma reducdo continuamente variavel, as
engrenagens continuam a ser 0s componentes mais
efetivos para essa finalidade. Sua robustez e
durabilidade, sua manutengdo mais simples, a
abundéancia dos meios de producdo e o elevado
dominio tecnoldgico e cientifico agregados, sao
vantagens ainda ndo alcancadas por outros

equipamentos afins. Suas aplicacdes em veiculos de
alto desempenho e maquinas operatrizes arrojadas
demonstram sua efetividade.

Existem varias modalidades de engrenagens:
cilindricas com dentes retos e helicoidais; engrenagens
cbnicas variadas e engrenagens que acoplam com
parafusos, ditos sem fim. Todavia, existe outra forma
de classificagcdo, que se refere ao fato dos dentes se
situarem externamente ou internamente. Sdo as
necessidades geradas pelas aplicagdes que induzem a
tipologia mencionada.
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As engrenagens com dentes internos ou anelares tem
grande aplicacdo em sistema de reducdo compostos
por engrenagens planetarias e solares, conforme
mostra a Figura 1:

- e N

Figura 1: Sistema de reducéo solar/anelar/planetarias

Isto ocorre porque o acoplamento tais componentes é
garantido pelo envolvimento de uma engrenagem
anelar com dentes internos, cujo centro de curvatura
também aponta para o centro geomeétrico do conjunto,
conforme demonstra a Figura 1.

Os conjuntos de reducdo solar/planetarias/anelar
sempre encontraram aplicagbes em importantes
segmentos da industria naval e aerondutica, pois sdo
capazes de promover grandes reducdes de velocidade
com razbes de contato ou grau de recobrimento
elevadas, garantindo alta durabilidade. H& algumas
décadas eram aplicadas em navios e aeronaves e
comumente ostentavam um porte elevado e,
evidentemente, alto custo. Com o desenvolvimento da
robética, conjuntos deste tipo de menor tamanho e
constituidos  por varios estagios organizados
axialmente, sua aplicacdo se amplificou grandemente.
RazbBes de transmissdo da ordem de centenas
passaram a ser bastante acessiveis em muitas
aplicacdes. Um modelo deste tipo é mostrado na figura
2 a sequir:

Figura 2: Corte de um sistema de reducgéo solar/anelar/planetarias com
trés estagios

A arquitetura das engrenagens anelares é bastante
especial, comparadas as apresentadas pelas
engrenagens cilindricas comuns. Isto ocorre néo
apenas por poderem apresentar dentes internos e
externos, que demandam especial cuidado na
fabricacdo e agregam um custo também mais elevado;
a principal razdo se prende a existéncia de restricdes
geomeétricas adicionais aquelas usualmente
apresentadas nas engrenagens cilindricas de dentes
externos, que demandam um cuidado especial tanto na
fabricagdo quanto no projeto cinematico.

N&o obstante poderem apresentar um denteado
helicoidal, este estudo sera voltado para dentes retos,
de mais simples e precisa modelagem matematica,
bem como de fabricac@o mais acessivel.

2. Vantagens das engrenagens
anelares de dentes internos

Comparadas com engrenagens de dentes retos
externas, as engrenagens internas tém vdrias
vantagens quando podem ser usadas [1]. Por exemplo:

1 - Para uma relacdo de velocidade especifica, o
arranjo da engrenagem interna é bem mais compacto,
pois a distancia entre centros € menor, ndo sendo a
soma dos diametros primitivos da coroa e do pinhéo.
Necessariamente, pela sua prépria arquitetura, o
conjunto tem um centro comum;

2 - Como os dentes se movimentam mais proximos e
na mesma dire¢do, had menos deslizamento dos dentes
uns sobre os outros; o campo de agdo das forgcas de
atrito € mais restrito e isso implica em menos desgaste
e maior eficiéncia;

3 - Como a engrenagem interna envolve a aproximagao
dos dentes durante o contato ao invés de um
afastamento relativo, a razdo de contato ou grau de
recobrimento é significativamente maior do que para a
mesma quantidade de dentes num engrenamento
externo [2]. Dai resulta uma transferéncia mais gradual
de carga de dente para dente e consequentemente um
funcionamento mais silencioso. Também os dentes
terdo maior vida Gtil para uma dada carga de pequena
magnitude ou, entdo, a mesma vida Ut de um
engrenamento externo que suportaria uma carga maior;

4 - Por causa da superficie cdncava do dente interno, a
superficie real em contato é maior (grau de osculagéo
aumentado), tendendo a dividir melhor o esforco. Note
gue, matematicamente, o contato seria pontual; porém,
na realidade, sdo duas superficies cbncavas que se
deformam e assim geram uma superficie de contato
maior. Esse fator permite suportar uma carga mais
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elevada para a mesma tensdo de superficie e assim
proporcionar maior vida Util;

5 - Os dentes das engrenagens internas s&o
geometricamente mais robustos do que os das
engrenagens de dentes retos correspondentes. A
operagdo é suave e silenciosa porque um nudmero
maior de dentes estd em contato [1].

Porém, também ha desvantagens: o processo de
fabricacdo é mais caro e as imperfeicdes sdo mais
dificeis de corrigir. Além disso, conforme mencionado,
ha fendmenos geométricos importantes que ndo se
apresentam nas engrenagens com dentes externos.
Destaca-se que ha trés possiveis tipos de interferéncia,

que serdo comentados mais a frente.

3. Caracteristicas geométricas

Os dentes das engrenagens internas sdo formados
geralmente numa operagédo em que uma ferramenta de
corte da passes axiais (sistema Fellows de fabricagéo),
deixando um sulco no formato desejado pelo projeto. O
desbaste por fresamento poderia ser usado, mas é
mais complexo; usualmente, da-se preferéncia a
usinagem no que se pode considerar como um
processo de aplainamento. A ferramenta pode ter o
formato de uma faca ou entdo ser semelhante a uma
engrenagem de dentes externos, conforme mostra a
Figura 3.

Figura 3: Aplainamento com ferramenta de corte no formato de uma
engrenagem de dentes externos. O movimento da ferramenta é axial.

N&o obstante o formato da ferramenta de corte parecer
uma engrenagem, seus dentes sdo efetivas laminas de
corte, vide Figura 4. No método Fellows, no lugar de
varias laminas, a ferramenta tem o formato aproximado
de uma faca.

Os dentes internos de uma engrenagem anular tém
dentes cortados na parte interna do aro, com o espago
entre os dentes (0s vaos) na engrenagem interna hum
formato muito parecido com o do préprio dente em uma
engrenagem externa.

Figura 4: A ferramenta verdadeiramente possui laminas no lugar dos
dentes.

As engrenagens anelares com dentes internos,
doravante chamadas EAI, possuem 0S mesmos
diametros caracteristicos das engrenagens com dentes
externos, mas had mudancas substanciais relativamente
ao posicionamento destes. A circunferéncia de base da
anelar, a partir da qual o perfil dos dentes é evolvental,
se situa abaixo da circunferéncia primitiva, bem
préximo da circunferéncia de topo, a mais proxima da
raiz dos dentes da engrenagem interna, conforme
mostra a Fig. 5:

CIRCUNFERENCIA DE BASE DA ANELAR

CIRCUNFERENCIA PRIMITIVA DO PINHAO

Figura 5: A linha de agdo contém todos os pontos de contato. Deve ser
limitada pela circunferéncia de topo do pinhao e a circunferéncia de
base da anelar.

Na ilustracdo, o circulo de topo da engrenagem anelar
ndo corta a linha de acdo porque a extremidade
superior de seu dente, ao se estender para dentro do
centro geomeétrico, atuaria numa regido externa ao
circulo base, em que ndo ha curva envolvente. Assim,
a parte de um dente de engrenagem interna que
ultrapassa o circulo base € inatli e sujeita a
interferéncia, a menos que seja modificada, ou seja,
desbastada. Porém, o procedimento mais efetivo
consiste em elaborar um projeto cinematico de forma a
evitar o contato fora da regido evolvente.

Se o pinhdo estiver dirigindo, que é a situacdo mais
usual, o ponto inicial de contato € onde o circulo de
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topo da engrenagem acionada (neste caso a anelar)
corta a linha de agdo - exceto quando ndo ha
intersecd@o. No Ultimo caso, o contato ndo deve ser feito
antes que o ponto de tangéncia do circulo base do
pinhdo e da linha de agéo seja alcangado. Como de
costume, o ponto final de contato € na intersecdo da
linha de agdo com o circulo de topo da engrenagem
motriz, comumente o pinhdo. Como no caso de uma

cremalheira, o ponto final é limitado apenas pelos
dentes do pinhao.

4. Interferéncia
4.1 Interferéncia envolvente

Existem duas principais curvas usadas para definir o
formato dos dentes de engrenagens: a curva evolvente
e a curva cicloidal [3,4]. Esta dUltima é usada
principalmente em mecanismos de precisdo, como a
relojoaria, enquanto a primeira é voltada para emprego
em maquinas de poténcia. Outras curvas podem ser
usadas, mas sem possuirem as importantes
propriedades  cinematicas que garantem O
funcionamento suave e eficiente. Concorre para o
emprego mais generalizado do perfil evolvente o fato
de ser muito simples de ser obtido no processo de
fabricagdo por usinagem.

Denomina-se de interferéncia evolvente ao fendbmeno
do contato entre partes dos dentes que ndo possuem o
perfil evolvental; isto ocorre, sobretudo, na raiz dos
dentes dos pinhdes de engrenagens externas. Em tais
engrenagens, consiste do principal problema a ser
evitado no projeto cinemético. J4 nas engrenagens
anelares, a interferéncia tem ainda maior chance de
ocorrer do que nas engrenagens de dentes externos,
devido a concavidade dos dentes, pois as
circunferéncias caracteristicas do pinhdo e da anelar
tém os centros voltados para o interior.

Baranov [5] apresenta um célculo interessante para
evitar a interferéncia controlando o nimero de dentes,
similar ao que é mostrado em Mabie e Ocwvirk [6] para
engrenagens exteriores, mas com detalhamento e
aplicacdo extensiva ao problema das engrenagens
anelares. Tais expressdes relacionam 0 numero
minimo de dentes do pinhdo (zp) com o ndmero de
dentes da coroa, a engrenagem de maior didametro (zc),
que corresponde a anelar. No caso das EAI, a férmula
geral é a seguinte:

_ zj[sena]® — 4

1

¢ 4-2z,[senal?

E a mesma expressdo para engrenagens de dentes
externos com alteracao do sinal do denominador. Esta
expressao pode ser simplificada e particularizada para

0 angulo de pressao a igual a 20 graus, o valor mais
usual nas aplica¢des industriais, de modo que:

Z; —34
=34 24, )
Baranov [5] apresenta os resultados na forma de tabela
apenas para o angulo de pressdo de 20°. Os valores
sdo mostrados na Tabela 1 a seguir.

Tabela 1: Condigdes minimas para evitar a interferéncia envolvente em
fungdo do nimero de dentes.

zp | 18 19 120 |21 |22 |23 |24 |25 | 26
zc= | 144 | 81 | 60 | 50 | 44 | 41 | 38 | 36 | 35

Nesta tabela, zc=144 corresponde ao nimero minimo
de dentes da engrenagem de maior didmetro, que no
caso é a anelar, para esta engatar com um pinhdo que
tenha apenas dezoito dentes. Qualquer nimero maior
de dentes na anelar ndo h& problemas. Igualmente, o
aumento do nimero de dentes do pinhdo evita a
interferéncia evolvente, permitindo seu acoplamento
com engrenagens anelares sem interferéncia com até
35 dentes, que é um numero bem reduzido.
Comparativamente, tal comportamento é
completamente distinto daquele descrito analiticamente
no acoplamento de engrenagens com dentes externos,
0 que demanda atengdo especial por parte do
projetista.

Porém, deve-se destacar que o impedimento da
interferéncia do pinhdo com a anelar ndo pode ser
evitado acima de zp=26 seguindo a mesma regra
anterior, pois existem outros dois tipos de interferéncia,
gue ocorrem quando a diferenga entre a quantidade de
dentes da engrenagem anelar e do pinh&o ndo é muito
grande.

4.2 Interferéncia trocoidal

Nas EIA, existem ainda dois outros tipos de
interferéncia que ndo acontecem nas engrenagens de
dentes externos: a interferéncia trocoidal e a de corte.

A interferéncia trocoidal consiste da penetracdo da
cabeca do dente da engrenagem anelar na raiz do
pinh&o, ou seja, uma intersecéo indevida dos perfis das
cabecas de ambas as engrenagens. Neste tipo de
interferéncia, a cabeca do dente do pinhdo nao acopla
adequadamente no vao devido, esbarrando na cabeca
do dente da coroa anelar com dentes internos. A figura
6 ilustra de modo exagerado este fenémeno.

Diferentemente da interferéncia evolvente, uma
significativa  interferéncia  trocoidal provoca o
travamento (grimpamento) imediato do par, impedindo
seu movimento. Caso ocorra de modo suave, implica
no arranhamento da cabeca do pinhdo e da parte
inferior do dente da anelar.
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Figura 6: Interferéncia trocoidal. A cabega do dente do pinhdo ndo
acopla adequadamente no vao, interferindo com a cabeca do dente da
coroa anelar com dentes internos.

Para cada numero de dentes do pinhdo existe um
ndamero minimo de dentes da anelar capaz de evitar a
interferéncia. As formulas para equacionar tal namero
sdo complexas e ndo sdo expostas aqui [7,8]. Contudo,
verifica-se, considerando o angulo de pressédo de 20
graus, que a interferéncia trocoical somente passa as
ser dominante para numero de dentes do pinhdo
maiores do que 26, seguindo a seguinte formula: para
zp entre 27 e 79 dentes, zc= zp+8; para zp iguais a 80
dentes ou mais, zc=zp+7.

4.3 Interferéncia de corte

A cinematica de um par de engrenagens esta
fortemente ligada ao processo de fabricacdo e,
principalmente, as caracteristicas geométricas da
ferramenta de corte, que moldam o formato dos dentes.
Num processo de fabricacdo das EIA, a ferramenta de
corte trabalha axialmente (vide Figura 3) e assim pode
produzir os dentes um de cada vez ou mesmo usinar
dois ou trés deles parcialmente. Seu movimento € axial
e a retirada da ferramenta é feito segundo esta direcéo.
Porém, durante o engrenamento com um pinh&o
qualquer, o movimento é eminentemente radial, e ndo
axial.

Assim, um par pode se acoplar bem axialmente, mas
pode ndo se movimentar em qualquer outra direcao,
travando-se =~ completamente, conforme  mostra
exageradamente a Figura 7. Nesta figura percebe-se
que os dentes da anelar e do pinh&o estdo tdo
proximos que 0 movimento entre eles esta
praticamente restrito. N&o ha uma folga frontal
suficiente Observa-se também que, nesta condicéo, a
ocorréncia da interferéncia trocoidal também é
provavel, mas é um fendbmeno menos critico do que a
interferéncia de corte, pois esta Ultima impede
completamente o movimento.

Figura 7: Interferéncia de corte. O distanciamento entre a engrenagem
anelar de dentes internos e a coroa ndo permite um movimento que
néo seja axial.

As formulas analiticas para controle da interferéncia de
corte ainda sdo mais complexas do que para a
interferéncia trocoidal [7,8]. A tabela seguinte resume
as condi¢cdes minimas para o angulo de presséo de 20

graus.

Tabela 2: Condicdes minimas para evitar a interferéncia de corte em
funcédo do nimero de dentes.

zp |15 |17 119 |20 |21 |23 |27 |28 | 30
zc2 |34 | 35|37 38 |39|41 |45 |36 |35
Dif.tf |19 |18 |18 |18 |18 |18 | 18 | 18 | 18

Considerando as tabelas apresentadas, é possivel
tracar uma curva em que aparecem o0s trés tipos de
interferéncia e as regibes onde h& intersecdo entre
elas. A Figura 8 apresenta as trés curvas em conjunto.
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Figura 8: Linhas que delimitam os trés tipos de interferéncia em
conjunto, como uma fungéo do nimero de dentes do pinh&o.

Percebe-se que o controle da interferéncia trocoidal
com o angulo de pressdo de vinte graus é feito pela
restricdo ao fendbmeno da interferéncia de corte. Tais
fendmenos sdo pronunciados para nimeros de dentes
do pinhao mais elevados, acima de 22 dentes. Até este
valor, € o fenbmeno da interferéncia evolvental que
deve ocupar a atencdo do projetista, ou seja, se ha
uma diferenca muito pequena no numero de dentes
entre a engrenagem anelar e a engrenagem interna.

E preciso ressaltar que todos os problemas de
interferéncia se resolvem com a adocdo de pinhdes
com pequenos didmetros relativamente ao didmetro da
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anelar. Como a diferenca entre os didmetros é
fundamental para aumentar a razdo de transmissao, e
razBes de transmissao elevadas é o objetivo maior dos
conjuntos planetarios, ndo ha qualquer impeditivo
pratico para evitar os trés tipos de interferéncia, pois €
muito raro encontrar engrenagens anelares que atuam
com pinhdes de didmetro relativamente grandes.

5. Conclusdes

A literatura especializada sobre o acoplamento de
engrenagens anelares com dentes internos com
engrenagens planetarias é muito limitada. Praticamente
ndo ha informacéo suficiente nos livros especializados
em projeto de mecanismos e mesmo nas obras mais
classicas que tratam especificamente do estudo de
engrenagens.

O assunto, contudo, é de grande importancia no projeto
de maquinas, pois os conjuntos de reducdo que
utilizam o acoplamento de engrenagens anelares em
sua reducdo tém crescido significativamente nos
ultimos anos, nas mais diversas aplicagfes. Porém,
seu uso mais destacado ocorre nos projetos de
automacao e robotica.

Neste trabalho, uma atencdo especial foi dada ao
problema da interferéncia, que é crucial no projeto
eficiente de engrenagens, mas se reveste de especial
complexidade no caso de engrenagens anelares.
Foram analisados e explicados detalhadamente dois
outros tipos de interferéncia, além daquele amplamente
apresentado na literatura para projeto de engrenagens
de dentes externos, que é a interferéncia evolvental.
Também se apresentaram as condi¢gfes para evitar tais
fendbmenos, em que se destaca a necessidade de uma
propor¢do adequada entre o numero de dentes da

engrenagem anelar de dentes internos e do pinhdo
planetario.

Uma metodologia prépria cerca o tratamento analitico
das interferéncias trocoidal e de corte, com férmulas
especificas e complexas, que nao foram aqui
explicitadas na sua generalidade, mas cujas
referéncias foram citadas na bibliografia e permitem
uma abordagem de casos em que o angulo de presséo
é diferente de vinte graus, que é o valor mais
amplamente empregado na pratica industrial, para o
qual foram apresentadas tabelas de uso pratico.
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