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Resumo

Este trabalho compara o Modelo Cosmoléogico Padrao (MCP) com um modelo tipo
Kaluza—Klein hexadimensional reduzido a quatro dimensdes. No caso do MCP, revisa-
se a solugdo a(r) o< 11/2 para a fase de radiacdo. Ja no modelo de Kaluza—Klein no
vdcuo, as equacdes de Einstein sdo reduzidas a um sistema dindmico para a(z) e o
campo escalar u(t), com solu¢des obtidas via reparametrizacio dt = a>d@. Os graficos
gerados no Mathematica ilustram uma fase inicial de contracdo seguida de expansao.
Por fim, discute-se a andlise do escalar de Ricci R e do invariante quadratico de Ricci
RyvR*Y como ferramentas para andlise do comportamento geométrico e a presenca de
possiveis singularidades em ambos os modelos.
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Abstract

This work compares the Standard Cosmological Model (SCM) with a six-dimensional
Kaluza—Klein-type model reduced to four dimensions. In the SCM case, we revisit the
solution a(t) o< t'/2 for the radiation-dominated phase. For the vacuum Kaluza—Klein
model, Einstein’s equations are reduced to a dynamical system for the scale factor a(r)
and the scalar field u(t), with solutions obtained by the reparametrization dt = a>d®.
The plots generated in Mathematica illustrate an initial contraction phase followed by
expansion. Finally, we discuss the analysis of the Ricci scalar R and the Ricci quadratic
invariant R,;vR*¥ as tools to investigate the geometric behavior and the presence of
possible singularities in both models.
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1 Introducao

O Modelo Cosmolégico Padrao (MCP)
baseia-se na Teoria da Relatividade Ge-
ral [1]] e utiliza a métrica de Friedmann—
Lemaitre—Robertson—Walker (FLRW):

ds* = —dt* +a*(t) (dr* +r*dQ?) . (1)

Acima a(t) representa o fator de es-
cala do Universo espacialmente plano [2].
Ela descreve um universo quadridimen-
sional homogéneo e isotropico partindo
de um estado singular (o big bang), em
que a densidade de energia e a tempera-
tura eram infinitas e a distancia propria
entre quaisquer dois pontos do espago-
tempo era nula. A partir desse ponto, o
Universo evolui sob expansao adiabatica,
resfriando-se até temperaturas proximas
de zero na atualidade.

Em contraste, teorias multidimensi-
onais do tipo Kaluza—Klein estendem
0 espaco-tempo a cinco (ou mais) di-
mensoes, acoplando a gravitacdo a cam-
pos externos de origem geométrica nao-
trivial. A base para este modelo reside na
lagrangiana
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Neste trabalho consideraremos a agcao
gravitacional em seis dimensdes. ApOs
a compactificacdo das dimensdes extras,
a lagrangiana (2)) gera, via principio de
acao minima em quatro dimensdes, ndo
apenas o termo de Einstein-Hilbert (des-
crevendo a gravidade), mas também: (i)
um campo escalar u(t) que parametriza
o raio da dimensao extra compactificada,
e (i1) a componente ¥ do campo de
Maxwell generalizado.

Considerando-se o caso de vécuo e
anulando o setor eletromagnético, obtém-
se, apds reducao dimensional, um cenério
em que a métrica FLRW quadridimen-
sional convive com dois campos escala-
res: um proveniente da componente in-
terna da métrica e outro originado do 2-
forma generalizado de Maxwell. Essas
solugdes revelam um universo primordial
cuja evolucdo temporal difere qualitativa-
mente do modelo padrdo, apresentando,
por exemplo, fases de contracdo inicial
até que o fator de escala atinja um minimo
ndo nulo, seguido por expansio idéntica a
do MCP.

E importante destacar que este traba-
lho consiste em uma revisdo fundamen-
tada em uma dissertacdo de mestrado [3]
e no artigo [4]], tendo como objetivo prin-
cipal promover o aprendizado no ambito
da iniciagdo cientifica.

2 Metodologia

2.1 Modelo Cosmolaégico
Padrao (FLRW)

A dinamica deste universo € governada
pelo principio variacional aplicado a la-
grangiana de Einstein-Hilbert:

ZEn -8 (3)

= TenGt
onde: R é o escalar de Ricci, invariante
fundamental de curvatura calculado a par-
tir da métrica FLRW, /—g € o elemento
de volume associado a métrica (1) e G € a
constante gravitacional.

As equacdes de movimento resultan-
tes (equagdes de Friedmann) conectam
diretamente a taxa de expansdao césmica
H(t) = a/a ao conteido energético do
universo [5]:
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sendo p = p,, + pr + pa a densidade total
de energia, composta por:

1. Matéria (p,, o< a3);
2. Radiacdo (p, o< a™%);

3. Constante
constante).

cosmoldgica

(pa =

Para o caso especifico da radiacdao
(equacdo de estado P = %czp), a solucao
das equacgdes de Friedmann mostra que
o fator de escala evolui temporalmente
como:

a(t) e<1'/?

Relacao obtida ao resolver a equagdo di-
ferencial para p, o< a~* e reparametrizar a
solu¢dao em fungdo do tempo césmico ¢.

2.2 Modelo tipo Kaluza-Klein

Em teorias de tipo Kaluza—Klein,
estende-se 0 espaco—tempo multidimen-
sinal, com a métrica

ds* = gyndMdx", (5)
onde
goo =1
gun = &ij = —a(t)*(1+kr?)~'§;

gab = —u(t)Sup

em que (i,j = 1,2,3) e (a,b =4,5) e,
u(t) é o campo escalar associado ao ta-
manho dessa dimensdo. No caso de
vacuo (p = 0) e anulando-se as compo-
nentes eletromagnéticas assumindo D =
2, a equagdo (2) descreve o cendrio
em que adotamos a métrica FLRW da
equagdo (I)), chegando a um conjunto de
solucdes para a e u. Para isso, foi ne-
cessdria uma reparametrizacao temporal,

adotando dr = a>d, o que permite en-
contrar as solu¢des em func¢do de 6 [4]].

+1- 40
ao)=—20__ T
- S
V/sinA@ \/l—i—ktani\@%e
u(8) = uosinAf 7

No intervalo 0 < 8 < &, a medida que
as solucdes tendem aos valores das ex-
tremidades, € possivel analisar o compor-
tamento de ambas no inicio do Universo
(para 8 — 0, temos t — 0, e para 6 — T,
temos t — o), a partir da andlises graficas
que foram obtidas utilizando o software
Mathematica.

No gréifico da Figura (I} a funcdo a
diverge quando 6 — 0, atinge um valor
minimo em um certo ponto e diverge no-
vamente para 8 — 7. J4 no grafico da Fi-
gura 2} o campo escalar u cresce a partir
de zero, atinge um valor miximo e, em se-
guida, decai. Ambos os gréficos indicam
uma breve fase de contragc@o no inicio da
expansdo, o que difere do modelo cos-
moldgico padrdao, no qual o Universo se
expande infinitamente.

Funcao a(6) para k=0

0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 1: Fator de escala a(0).
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Funcgao u(e)

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Figura 2: Campo escalar u(0).

3 Discussao dos resulta-
dos

No Modelo Cosmoldgico Padrao
(FLRW), os invariantes de curvatura
calculados foram: o escalar de Ricci
R e o invariante quadriatico de Ricci
RyuvR*Y que desempenham um papel im-
portante na caracterizagao das proprieda-
des geométricas do espago-tempo. Para
o modelo FLRW, sempre para k = 0, o
invariante de Ricci

.. .2
a a k

R=6(-4+—=+—=
(a+a2+a2>

parat — 0, R = 0, enquanto R,yR*" que
¢ dado por

L\ 2 .\ 4
RuyR"Y =12 (9> +12 (9> )
a a

para t — 0, RyyR*Y — oo, sinalizando a
presenca de uma singularidade inicial, in-
terpretada como o big bang.

Por outro lado, o modelo de Kaluza—
Klein no vicuo considera uma extensao
do espacgo-tempo a seis dimensdes, no
entanto ao compactificar as dimensoes
extras se tornando um modelo de 4
dimensodes, fazendo a reparametrizacao

®)

8

dt = a®d@, os invariantes de curvatura
apresentam o seguinte resultado [4]]:

6 " 2/2
R=—— S+ vkt (10)
a®\ a a
R Ruv_IZ a? 2d%d "
wh =\ e
(11)

Analisando a solugdo a(6) as-
sintéticamente em 6 — 0 e 6 — 7, con-
siderando apenas o termo positivo e fa-
zendo um substitui¢do (7 — 6) = ¢, te-
mos as seguintes expressoes assintoticas

26
49936 ;0 — 0
ag) = V6
(6) 12 2+6

2%a0¢)_ 26,0 > 7

substituindo as expressdes acima em (10))
e (LT)), foi obtido tanto para R quanto para
RuvR*Y que ambos divergem para 6 — 0,
enquanto para O — 1 convergem para 0.
Nota-se um comportamento semelhante
ao modelo FLRW, onde o Universo tem
um comeco singular.

Em contrapartida, para um caso mul-
tidimensional, os invariantes de curva-
tura assumem um resultado diferente. No
nosso caso hexadimensional,

R=0

RuvR'uv = 0

0 que parece revelar a auséncia de sin-
gularidades no modelo. Futuramente,
pretende-se calcular um terceiro inva-
riante que, o Escalar de Kretschmann
(RapeaR™<?), para confirmar a auséncia
da singularidade inicial tipo big bang
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em nosso modelo com fase inicial de
contragao.

4 Consideracoes Finais

Reforcamos a constru¢do do modelo tipo
Kaluza—Klein, destacando sua relevancia
para o entendimento do universo pri-
mordial em um modelo alternativo. A
formulacdo em seis dimensdes, com o
campo escalar u associado a dimensao ex-
tra, permite isolar efeitos geométricos pu-
ros que, no regime inicial de expansao,
podem conduzir a fases singulares de
contracao e expansao.

Os resultados preliminares para o fa-
tor de escala a(6) e o campo escalar u(6)
fornecem uma base consistente para uma
andlise geométrica por meio dos calculos
dos invariantes de curvatura, a fim de veri-
ficar a presenca ou nao de singularidades,
como no modelo do big bang.
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