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Resumo

Este trabalho apresenta a formulagcao e o modelo numérico do Método dos Elementos de Contorno com
interpolagéo direta (MECID) aplicados aos problemas transientes de difusdo térmica heterogéneos, nos
quais as propriedades térmicas variam suavemente, como ocorre nos materiais funcionais. Em razdo de
sua robustez e versatilidade, o MECID trata simultaneamente o termo referente a inércia térmica e também
o termo integral referente a heterogeneidade. Ambas as integrais sdo compostas por um nucleos néo auto-
adjuntos, que demandam estratégias efetivas usando fungBes de base radial para uma solugao mais facil
e precisa, usando funcdes de Green mais simples, referentes aos problemas homogéneos estacionarios.
Com vistas a constatacdo da adequagdo do modelo proposto, sdo resolvidos dois exemplos-teste
unidimensionais, que possuem solugdo analitica, demonstrando a adequacdo e a precisdo do modelo
MECID nesta categoria de problemas, de grande importancia prética.

Palavras-chave: Elementos de contorno, transientes térmicos, meios heterogéneos.

Abstract

This paper presents the formulation and numerical model of the Boundary Element Method with direct
interpolation (BEM) for transient heterogeneous thermal diffusion problems, in which thermal properties vary
smoothly, as occurs in functional materials. Due to its robustness and versatility, the BEM model
simultaneously addresses the term referring to thermal inertia and also the integral term referring to
heterogeneity. Both integrals are comprised of a non-self-adjoint kernel, which demands effective strategies
for an easier and more accurate solution using more simple Green functions, referring to homogeneous
stationary problems. To verify the adequacy of the proposed model, two one-dimensional test examples are
solved, which have an analytical solution, demonstrating the adequacy and accuracy of the DIBEM model
in this category of problems, which is of great practical importance.

Keywords: Boundary elements, thermal transients, heterogeneous medium.

1. Introducéo

A formulagdo do Método dos Elementos de Contorno
com interpolagéo direta (MECID) tem se mostrado uma
ferramenta eficaz para permitir a solugdo agil de
problemas nos quais os operadores diferenciais que
comp8em a equacao diferencial parcial de governo nédo
sdo auto-adjuntos. Em casos assim, nos primérdios do

MEC a adoc¢éo de células era a estratégia mais comum
para se resolver tais integrais, 0 que conduzia a uma
integracdo de dominio, usualmente resolvida nos
moldes do Método dos Elementos Finitos. Com o
surgimento da Dupla Reciprocidade [1] e outras
técnicas, como o Método da Multipla Reciprocidade e a
Integracdo Direta (RIM) [2], a solugcdo de integrais de
dominio envolvendo incognitas pode ser substituida
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apenas pela introducdo de pontos no interior,
delimitando realizagdo de integracdes exclusivamente
ao contorno. Contudo, muitas destas técnicas
apresentam limitagbes mateméticas, ndo sendo
aplicados diretamente a todos os problemas governados
pela equacdo de campo escalar, como 0s casos
difusivo-advectivos. Também apresentam limitagcGes
relativamente a precisdo ou elevado custo
computacional. Neste sentido, o MECID tem se
mostrado mais robusta, geral e precisa do que as
principais alternativas mencionadas, tendo sido aplicada
com éxito na solugdo dos mais diversos problemas de
campo escalar nos Ultimos dez anos.

Por outro lado, o problema de transmissdo de calor
transiente por condugcdo em meios heterogéneos € um
problema bastante comum e, portanto, de grande
importancia em varios setores da engenharia, como
trocadores de calor, condutores elétricos e reatores
nucleares, e que ganhou relevancia ainda maior devido
ao desenvolvimento dos materiais funcionais FGMs [3]
e suas diversificadas aplicagbes, como as carcacas de
foguetes.  Os materiais funcionais podem combinar
adequadamente as propriedades térmicas e mecanicas
ao longo de suas dimensfes, permitindo ainda a
obtencdo de uma melhor ponderacdo entre peso e
resisténcia ao desgaste.

Apesar de muitos desenvolvimentos terem sido feitos
relativamente a andlise de problemas térmicos
estacionarios com o Método dos Elementos de Contorno
(MEC), ainda ha dificuldades significativas na descrigdo
dos problemas transientes por modelos simples, pois
que ha casos em que a condutividade térmica varia
significativamente, havendo um comprometimento da
precisdo do modelo. Tais dificuldades, contudo, se
amplificam grandemente no caso dos processos
transientes. H4 vérios estudos classicos no sentido de
compatibilizar a discretizacdo espacial e a discretizagéo
temporal de modo adequado, conforme atestam as
diferentes referéncias [4]. O esquema tradicional de
diferencas finitas centrais, amplamente utilizado, de
simples implementacdo, apresenta problemas de
estabilidade e precisdo, 0 que gerou um
redirecionamento das pesquisas com o MEC utilizando
a transformada de Laplace. Tal proposta, contudo,
envolve uma tética eficiente de inversdo e um custo
computacional bem elevado, além de um modelo
matematico mais elaborado.

Neste trabalho, a MECID é aplicada em problemas
transientes de difusdo térmica heterogéneos, nos quais
as propriedades térmicas variam suavemente,
empregando o esquema de diferenca finita classico para
0 avang¢o no tempo. Considera-se aqui que uma parte
dos problemas numéricos observados anteriormente em
metodologias afins se deve a baixa precisdo da matriz
de inércia térmica desenvolvida na discretizacédo
espacial. No modelo MECID, em razéo de sua robustez

e versatilidade, modela-se simultaneamente o termo
referente a inércia térmica e também o termo integral
referente a heterogeneidade, que é igualmente uma
integral composta por um nucleo ndo auto-adjunto. Uma
andlise da estabilidade e do passo de integracdo
adequado é feita durante as simulacdes dos exemplos
escolhidos, que possuem solugdo analitica. A
importéncia da adequada correlagdo entre a malha de
contorno, o numero de pontos internos interpolantes e o
passo de integracéo € igualmente destacada.

2. Formulacéo Integral

A equagdo que governa o estudo de condugao de calor
em meio heterogéneo é apresentada por:

[KOOUCK, 0,1, = = (0HCLD @

Na Eqg. (1), a funcdo K(X) significa a condutividade
térmica, enquanto a(X) representa a inércia térmica. A
denominada forma integral forte [5] € obtida a partir da
multiplicacdo da equacgéo de governo, representada pela
Eq. (3), por uma fungéo auxiliar, seguida da integracdo
sobre o dominio fisico. Assim, tem-se:

Sy KX, (X, 0],0" (& X)d =

2
Jo %(X)ﬁ(X.t)u*(f;x)dn @

Na Eq. (2) a funcdo auxiliar escolhida é a solucédo
fundamental estacionaria u*(¢;X), que representa a
solugdo de um problema estacionario definido em um
dominio infinito 2, (X), na qual a acéo é concentrada em
um ponto especifico, utilizando-se a funcdo delta de
Dirac [6], conforme transcrita abaixo:

wj; (6X) = —AX) (3)

Na Eq. (3), 4(¢; X) é denominado delta de Dirac; ¢ é o
ponto fonte e representa o ponto de aplicagdo do
carregamento atuando em um meio infinito. Assim
sendo, ao aplicar a técnica de integracdo por partes e,
em seguida, o Teorema da Divergéncia [7] ao termo do
lado esquerdo da Eq. (2), obtém-se a Eq. (4):

c(OUOKE) + [, KCDq*(§ XuX, t)dr —
Jr KGOq(X, t)u (& X)dlr —
Jp wCGOK, (O (§;X)d =
—ifﬂ u(X, Hu* (& X)do

4)

Na Eg. (4), o coeficiente c(¢) é definido como um termo
gue depende da posigdo do ponto fonte ¢ em relagéo ao
dominio fisico do problema [5, 7]. A funcdo u(X)
representa o potencial, enquanto q(X) corresponde a
sua derivada normal. De forma reciproca, u*(¢;X) € a
solugdo fundamental do problema de Poisson, e g*(¢; X)
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é a respectiva derivada direcional normal. Essas funges
sdo expressas, respectivamente, por:

In[r(& X)]
2T

u(§X) = - ®)

1
qTEX) =~ TG X] 13 (& X)n; (X) (6)

Nas Eq. (5) e Eq. (6) a variavel r(&X) significa a
distancia Euclidiana entre o ponto fonte e o ponto
campo, e n;(X) é a normal externa ao contorno I'(X).
Convém destacar que, no contorno do problema,
impdem-se condi¢des que definem o comportamento da
temperatura, denominadas condigBes de Dirichlet, e
condicdes que especificam o comportamento do fluxo,
conhecidas como condigbes de Neumann. A notacéo
adotada para representar essas condi¢des esta ilustrada
na Figura 1, considerando um dominio bidimensional
genérico 2(X).

u:ﬂ »Con

X2 = a

X1
Figura 1 — Dominio bidimensional delimitado por um contorno.

Assim sendo, as condi¢bes de Dirichlet e Neumann
podem ser representadas, respectivamente, conforme
as Egs. (7) e (8):

u(X, t) =1, em L, @)

Ju _
aX,0=>-=q em I ®

Na Eg. (8) n € o vetor normal externo ao contorno, I' =
I, + I, e as barras superiores nas variaveis das Egs. (7)
e (8) representam valores conhecidos.

3. Interpolacéo Direta Aplicada ao
Gradiente da Condutividade Térmica

Na Eg. (4), h& duas integrais de dominio cujos nucleos
sdo ndo auto-adjuntos e, portanto, devem ser
transformadas em integrais de contorno. A primeira esta
associada ao gradiente da condutividade térmica,
enquanto a segunda refere-se ao termo de inércia
térmica. Para ambos os casos, o procedimento da
Interpolacdo Direta (MECID) utiliza uma técnica de
aproximacgéo baseada em funcdes de base radial, a qual
consiste na interpolagdo de todo o nudcleo das integrais
de dominio, incluindo tanto a solugdo fundamental

guanto sua derivada direcional [8, 9]. No caso especifico
da integral relacionada ao gradiente da rigidez — ou seja,
o termo integral de dominio localizado no lado esquerdo
da Eqg. (4) — essa interpolagéo € realizada por meio de
uma combinacgdo linear de funcgdes radiais, conforme
descrito a seguir:

u(X, KX, u* (5 X),i~ HIF(XEX) ©)

Para as primeiras simulag@es realizadas neste trabalho,
foram utilizadas func¢des radiais do tipo thin plate [10].
Prosseguindo, no MECID a integral de dominio é
convertida em uma integral de contorno por meio de uma
primitiva ¥¢(X'; X) das funcdes de interpolagdo Fi(X';X).
Nesse contexto, o nacleo da integral ndo pode ser
tratado diretamente como apresentado na Eq. (9), uma
vez que envolve a solugdo fundamental, o que permite
que o ponto fonte coincida com os pontos de campo —
uma caracteristica tipica das formulacdes baseadas no
MEC. Diante dessa particularidade, torna-se necessario
adotar um procedimento de regularizagdo [11], o qual
sera retomado em outras etapas da formulagdo sempre
gue surgirem situacdes analogas.

[u(X, 0 —u@ OIKX), u* (EX),; ~ YF(X5X)  (10)

O termo da integral de dominio é convertido em uma
integral de contorno por meio da utilizagcdo de uma
funcéo primitiva, conforme descrito na Eq. (11).

St [, FiX5X)de = Syt [, Wl (x5X)de
= ' fp (95), (x5 x)da = (11)
S [ Wl (x5 X)n;(X)dr

Substituindo a Eg. (11) na Eq. (4) e aplicando os
conceitos previamente definidos no escopo deste artigo,
obtém-se a Eq. (12):

cOuOKE) + [ KDq* (& XuX, t)dl —
Jr KXq(X, t)ur (& X)dI —
&t (X5 X)dr — (12)
u(€, ) [ KX)q* (& X)dr — c(§u(§K(E) =
—= [, wX, Ou (& X)d

Na Eq. (12), os termos associados ao coeficiente c(§)
sdo equivalentes, o que leva ao seu cancelamento:

Jr KX (& XuX, t)dr —
Jr KXDq(X, t)us (& X)dr —
& [ nt(x5X)adr - (13)
u@E,t) [, KX)q"(&X)dlr =
—= [, wX, Ou (& X)d
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4. Interpolacéao Direta Aplicada ao
Termo de Inércia Térmica

Mais uma vez, durante o procedimento de discretizacéo
pelo MECID, o tratamento do termo no lado direito da
Eqg. (13), associado a inércia térmica, leva a ocorréncia
de uma singularidade. Reforca-se que o procedimento
de regularizacdo desempenha um papel essencial na
metodologia adotada, sendo aplicado novamente na
obtencéo da Eq. (14):

~ [, wX, Ow (§X)d0 =
= [, X, ) — 0§, D] (& X)do + (14)
LU0 [, w (& Xdo

Com isso, elimina-se a singularidade decorrente da
coincidéncia entre os posicionamentos do ponto fonte e
do ponto de campo. Além disso, o termo adicional de
dominio — presente no segundo termo da equagdo e
introduzido como resultado do procedimento de
regularizagdo — também exige um tratamento algébrico
especifico. Nesse contexto, tal termo pode ser
convertido em uma integral de contorno por meio da
aplicacdo do conceito do Tensor de Galerkin G [12].

cu, 0, wEXda =

. . (15)

au(f: t) fl— G*(&X),i n;(X)dI’
Finalmente, foi possivel transformar todas as integrais
de dominio em integrais de contorno:

S KOO (& X)uX, t)dlr —

Jr KOOq(X, t)u* (& X)dlr —

w(§t) f, KGOq (& X)dr - (16)
&yt I ni(Xi‘.X)drzéfﬁi . ni(X4 X)dr —

~u(&,0) [, 65 (& XmC0dr

Na Eg. (16), no caso do termoda derivada do
potencial, §§¢ sdo coeficientes a serem determinados,
correspondendo a funcéo de interpolagdo. Observa-se
que tal sentenga garante a base da filosofia do MEC,
onde, a partir de uma equacédo com termo integral de
dominio, alcanca-se sua forma integral inversa.

5. Procedimento Matricial

Ao aplicar os procedimentos usuais de discretizacdo do
MEC, nos quais os 'n’ pontos fonte sdo definidos a partir
da combinacéo entre os valores internos e 0os pontos
nodais de contorno, obtém-se o sistema matricial
descrito na Eq. (17). Discussdes mais aprofundadas
sobre esse desenvolvimento podem ser encontrados na
literatura especializada [13].

Tyt 1ym K Ny
[H]K{u}—[G]K{q}—[ 51 i Pr=
n n,n N
Y e Y n
. ) a7
151 1pn
A [ I
« n[gl an N, a Zn

Na Eqg. (17), é importante enfatizar que as matrizes [H],
[G] e [*y!] possuem o indice K, indicando assim a
propriedade da condutividade térmica nelas. O vetor {N}
resulta da integracdo da fungéo auxiliar de interpolacdo
nt(X};X). J& o vetor [Z] corresponde & forma discreta da
integral excedente do Tensor de Galerkin originada pelo
procedimento de regularizagdo, conforme definido na

Eq. (18):
Zl Pl A O l.ll
AR
Z,) lo - plla,

A matriz diagonal [P] é formada por:

Pe =301 fre G*(& X)), ny(X)dI, (19)

Retomando a Eq. (17), os coeficientes ¢yl e $p!
representam as incognitas do sistema. Dessa forma,
torna-se necessario explicitar o potencial u(X,t) e sua
derivada temporal u(X,t), utilizando-se, para isso,
interpolagdo com fungdes de base radial. Considerando
que o procedimento aplicado a ambos os casos é
analogo, serdo apresentados, a seguir, apenas o0s
desenvolvimentos relacionados ao termo de inércia
térmica.

Em termos matriciais, com base na expressao
comumente empregada para a interpolacdo de uma
funcdo com um Unico argumento independente, tem-se:

[F1[B] = {1} (20)

A Eq. (20) pode ser generalizada considerando-se que
a interpolacao inclui as solugdes fundamentais, as quais
séo funcdes do ponto fonte:

[gBi ][F] - [fAu]{u(X, t)—u(¢ )} (21)

Onde [%4,] é composta pelos valores da solug&o
fundamental. Para cada ponto fonte ¢ o lado direito da
Eqg. (21) pode ser reescrito como:

[gﬁi | = [F17 A J{ulx, ©) — u(§, )} (22)

O lado esquerdo da Eqg. (22), pode ser reescrita em
termos de um vetor [sz]’ em que cada linha é
representada como na Eq. (23):

fiBl
B{ = [Nl e Nn]T E (23)
fz’Bn
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Assim, os componentes do vetor B;i sdo dados por:

B$i=
F1(x%;1) Frxm D)
[Ny . NpJ” : :
F1(X%;n) F'(X™;n) (24)
Sgl . 0 | (U1t
0 e 51/13 l.,ln—l‘,lfl

Na Eq. (24), o vetor {i%} representa a integral excedente
de contorno resultante do procedimento de
regularizagdo. Para simplificar, considera-se que o
produto [N]T[F]~! resulta no vetor [S], que sempre se
repete quando o processo de interpolacdo for
empregado.

Sl .0 Ug — Ug (25)
0 .. Gianflu,—ug

O indice 'n’ representa o nimero total de pontos fonte,
incluindo os nés de contorno e 0s pontos internos.
Assim, ap6s os devidos desenvolvimentos algébricos, o
vetor B;L_é expresso como uma fung¢do dos potenciais:

Be, = Sy Sidhug + -+ Sy SiAln, — [S, AL +

26
-+ S, fi/m]ufi (26)

Com os argumentos das Eqgs. (17) e (25), as matrizes
relacionadas a inércia térmica podem ser construidas na
forma:

1

a

(B1+2y) 1

My M1m]{f11
@ Mnl Mnm

s } 27)

Uy

(B + Z,)

Consequentemente, o sistema matricial final pode ser
expresso conforme apresentado na Eq. (28):

[H]*{u} — [G]*{q} — [W]*{u} = — % [MI{a}  (28)

Na Eg. (28), de maneira analoga ao desenvolvimento
realizado para a matriz [M], é possivel explicitar o
potencial u(X, t) na matriz que envolve a propriedade da

condutividade térmica [ éy1]“, resultando [W]X.

6. Discretizacao Temporal

Até este ponto, realizou-se a discretizagédo espacial por
meio do procedimento da Interpolagédo Direta (MECID).
Como a aplicagdo se insere no contexto de problemas
transientes de transferéncia de calor, torna-se
necessario tratar a derivada temporal do potencial por
meio da discretiza¢do temporal, a qual desempenha um
papel fundamental para garantir a precisdo, a
estabilidade e a eficiéncia das solugbes numeéricas.
Grande parte dos esquemas de avanco no tempo,
formulados de maneira incremental e descritos na

literatura, baseia-se em principios de discretizagdo do
dominio empregados no Método das Diferencas Finitas
(MDF). No entanto, a experiéncia acumulada com o
MDF né&o pode ser totalmente aplicada ao Método dos
Elementos de Contorno (MEC), uma vez que este nao é
um método de dominio e apresenta caracteristicas
préprias [5].

A Equacédo da Difusdo Transiente é classificada como
uma equacao diferencial parcial parabodlica,
representando processos de propagacdo lenta nos
quais uma perturbacdo aplicada em um ponto do
dominio é capaz de influenciar, ainda que de forma
atenuada, toda a extensdo do sistema. Embora esses
processos apresentem um comportamento mais suave
em comparacao aos fendmenos hiperbdlicos, situacbes
envolvendo impacto térmico ou altos gradientes de
temperatura podem exigir maior robustez dos esquemas
numéricos utilizados na modelagem. A medida que o
processo evolui, o fluxo de energia tende a
estabilizagdo, resultando, em geral, uma resposta com
comportamento estavel. Por exemplo, apesar de sua
aplicacdo bem-sucedida no MDF, os testes realizados
com o MECID usando o Método de Crank-Nicolson
mostraram-se instaveis para qualquer valor diferente de
zero do parémetro de controle 6, que aparece na
equacao por diferencas finitas, conforme segue [2, 12].

At(ie) = O{ueea + (1 — ) {ue} (29)

Na Eqg. (29) At é o intervalo de integracdo e t sdo 0s
instantes de equilibrio. Nesta formulagdo, o parametro
de controle 6 estd diretamente associado ao tipo de
esquema de avango adotado: quando 6 = 0, aplica-se o
esquema de diferenca finita atrasado (explicito); para
6 = 1, utiliza-se o esquema de diferenca finita adiantado
(implicito); o valor 8 = 1/2 caracteriza 0 método de
Crank-Nicolson (semi-implicito); e 8 = 2/3 refere-se ao
método de Galerkin.

Considerando derivadas de primeira ordem, o esquema
de avango temporal mais indicado para o MECID é o
método explicito de diferengas finitas. Assim, a derivada
temporal do potencial é calculada assumindo-se 6 igual
a zero. Com isso, a formulagdo matricial de equilibrio,
correspondente ao instante atual t, € definida pela Eq.
(30):

[H]*{u} - [G]*{q} — [W]"{u} = - %[M]{flt} (30)
A difusividade térmica desempenha um papel
fundamental na determinacdo da compatibilidade do
passo de integracdo, configurando-se como um
parametro crucial para a prevencado de erros numéricos
e instabilidades no sistema matricial discreto. Tal relagéo
pode ser deduzida a partir da Eq. (31):
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1 . Ur — Ug—At
- = - = 31
~ (Ml = [M]=—¢ (31)
Assim sendo, utilizando o argumento da Eqg. (31) e
substituindo-o na Eq. (30), apds as manipulaces
matematicas, obtém-se a Eq. (32):

[2 ¥ + AtHK — AtWK] u, — [AGK]q, =

32
—i M]ue_ac 42
A proposta deste trabalho € estimar o passo de tempo
apropriado com base em uma adaptagéo do critério de
Courant-Friedrichs-Lewy (CFL), considerando o0s
parametros da malha. Tal abordagem é analoga aquela
empregada em outros métodos numeéricos, nos quais a
estabilidade da solugdo estd condicionada as
caracteristicas espaciais e temporais da discretizagao:

At = aAL? (33)

Na Eg. (33), AL representa o comprimento do maior
elemento de contorno. Na literatura especializada, esse
critério tem sido empregado em formulagbes do MEC
[14] e também aplicado no contexto do Método dos
Elementos de Contorno com Dupla Reciprocidade
(MECDR) [15].

7. Exemplo Numeérico
7.1 Comentéarios Preliminares

O exemplo académico apresentado nesta secdo, cuja
solugdo analitica € conhecida, é utilizado com o
propésito de avaliar o desempenho do modelo MECID.
A analise é conduzida com base nos parametros de

malha e na precisdo dos resultados obtidos.

Para isso, empregaram-se elementos lineares com nés
duplos nos vértices, combinados com malhas contendo
diferentes quantidades de elementos de contorno e
polos no interior do dominio. A distribuicdo dos polos foi
realizada de forma a maximizar a uniformidade, sendo
suas posic¢des internas ajustadas conforme a geometria
do contorno.

7.2 Barra submetida a fluxo unidimensional
instantaneo

Avalia-se uma barra heterogénea com difusividade
unitéria, isolada nas extremidades horizontais e
submetida a um fluxo constante aplicado de forma
instantanea. As propriedades fisicas consideradas sao a
condutividade térmica, representada por K, e a inércia
térmica, indicada por «a.

Ressalta-se que ndo ha variagcdo de a, sendo a
heterogeneidade do meio atribuida é exclusivamente a
variacdo de K.

X2 2
q=0
L gII1 17474 L L 7. 7. L
)
© Al
& K=(x;)?+2X;+1 A F
~ 1 E o
I §Q
= a=1 : 3
(0.0)777777 / 7 X
q=0 !

Figura 2 — Representacéo do dominio fisico e condi¢es de contorno.

Todos os resultados de temperatura apresentados
referem-se a aresta vertical direita (no ponto A4;) e foram
obtidos por meio da utilizagdo da funcgéo thin plate. A
solucgédo analitica do problema, considerando condigc6es
iniciais nulas, é dada na Eq. (34):

u(x,,t) =6+

1 . _ (34)
N [Z;’le F;, sin(gy In 3)]e Ant

A Tabela 1 apresenta algumas das raizes utilizadas na
obtencado da solucdo analitica empregada no exemplo
proposto, as quais sdo essenciais para garantir a
precisao dos resultados.

Tabela 1: Termos para a analise de dados.

N° de Fyq qn
Raizes n
2 -10,35121791657 1,01215207
3 0,54367145935768 4,18106319
4 -0,18875703256370 7,08487025
5 0,095376812560388 9,96296016
6 -0,05746975787640 12,8327563
7 0,038395003392628 15,6988238
8 -0,02745852694786 18,5628938
9 0,020609646672823 21,4257686
10 -0,01603789795230 24,2878714

Inicialmente, foram consideradas trés malhas com a
mesma quantidade de Elementos de Contorno (NEC),
porém com diferentes nimeros de Polos no Interior do
dominio (NPI), com o objetivo de avaliar a influéncia da
insercdo desses polos nos resultados obtidos. As
especificagfes correspondentes a cada malha estdo
apresentadas na Tabela 2.

Tabela 2: Especificacdes de cada malha.

Malha 1 84 64 148
Malha 2 84 100 184
Malha 3 84 144 228

A Figura 3 mostra a curva de respostas obtidas nas
simulagdes.
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Figura 3 — Resposta temporal da temperatura para uma malha com
NEC fixo, considerando diferentes niveis de refinamento de NPI, em
comparagdo com a solugéo analitica.

Assim como ocorre com outros métodos numéricos, o
MECID apresenta maior precisdo quando se utilizam
passos de tempo de integracdo reduzidos, desde que
acompanhados de uma malha de contorno refinada e de
um numero adequado de polos no interior do dominio.
Essa necessidade decorre da natureza de interpolacdo
do método, que requer pontos de base internos para
representar adequadamente o comportamento térmico.
Por esta razdo, embora usando um passo de integracdo
maior, a malha com menor nimero de polos apresentou
resultados instaveis para um tempo maior de resposta,
conforme mostra a Figura 3. Esta figura evidencia que a
introducdo de NPI resultou em uma leve melhoria na
solugéo, permitindo, como consequéncia, uma pequena
reducdo no passo de integragdo sem ocasionar
instabilidades nas curvas de resposta. No entanto, como
foram utilizadas malhas simples (com baixa densidade
de NPI), a auséncia desses polos compromete a
precisdo da solugdo, uma vez que conduz a construgédo
inadequada da matriz associada aos efeitos de inércia
térmica. Por esta razdo, ha uma acentuada diferenca
entre as solugdes numéricas e a solugdo analitica.

Nesse contexto, nas simula¢des subsequentes, tanto o
nimero de NEC quanto o de NPI sdo aumentados,
adotando-se uma configuragdo de malha mais densa,
conforme apresentado na Tabela 3, na expectativa de
melhoria na precisdo dos resultados numéricos.

Tabela 3: Especifica¢cdes de cada malha.

NEC Pl Total de

Pontos
Malha 4 164 361 525
Malha 5 324 720 1044

Para evidenciar a importancia do refinamento da malha
e da reducdo do passo de integragdo na obtencédo de
respostas mais precisas, a Figura 4 apresenta as curvas
de resposta da temperatura, obtidas com os menores
valores de incremento de tempo que asseguram boa
concordancia com a solugdo analitica, sem provocar
instabilidades para as respectivas configuragbes de
malha.
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Figura 4 — Resposta temporal da temperatura para diferentes niveis de
refinamento de malha (NEC e NPI), considerando um passo de tempo
reduzido que garante a concordancia com a solugéo analitica.

O refinamento da malha de NEC, combinado com a
adequada inser¢cdo de NPl no dominio, permite a
reducdo do passo de integracdo sem comprometer a
estabilidade numérica, além de proporcionar ganhos
significativos na precisdo das solu¢des obtidas. Cabe
destacar, neste ponto, que o0 uso de passos de
integracdo excessivamente pequenos ndo apenas eleva
significativamente o custo computacional, mas também
pode comprometer a estabilidade do modelo, devido &
assimetria das matrizes envolvidas (aspecto discutido
na literatura especializada [15]). No entanto, €
fundamental a realizagdo de um estudo criterioso para a
definicdo do incremento de tempo ideal, uma vez que
esse parametro exerce influéncia na reducdo do
amortecimento numérico.

8. Conclusdes

Considerando o desempenho satisfatério das soluges
da Interpolacdo Direta (MECID) em aplicagbes de
elevado interesse na area da engenharia, este trabalho
apresenta uma andlise prévia de sua implementacdo em
problemas transientes de condugéo térmica em meios
heterogéneos. Os resultados obtidos confirmam a
eficiéncia e robustez do método proposto, evidenciando
um bom desempenho e compatibilidade com a solugéo
analitica de referéncia.

Ressalta-se que o MECID, por se basear
fundamentalmente em um  procedimento de
interpolagdo, requer a insercdo de polos no interior do
dominio em propor¢cdo compativel com o nimero de
elementos de contorno. Todavia, no contexto de
problemas transientes de conducéo térmica, a influéncia
do nimero de polos torna-se menos significativa em
comparagdo com problemas dindmicos [16]. Ainda
assim, essa influéncia ndo deve ser desconsiderada,
sobretudo na analise de casos mais complexos, nos
quais a distribuicdo e quantidade de polos podem
impactar a qualidade da solugao numérica.
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